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Resumen
Cuando  hablamos  de  la  solución  de  las  ecuaciones  de
Maxwell,  en  general  se  deja  para  cursos  avanzados  los
desarrollos  detallados  de  los  medios  materiales.  Los  modelos
materiales de la atmósfera, tales como Drude, Sommerfeld y el
modelo de plasmas tenues son conocidos para la atmósfera de
la tierra desde los años 30. 
Con  el  advenimiento  de  la  exploración  robótica  de  otros
cuerpos  celestes  en  especial  de  Marte  la  propagación  de
ondas  de  radio  en  plasmas  tenues  se  ha  vuelto  de  nuevo  un
tema  de  actualidad  y  es  interesante  que  los  ingenieros
eléctricos  que  sólo  estudian  este  material  en  los  cursos
especializados lo conozcan.

<< Miscellaneous`PhysicalConstants`

Drude.nb 1



Introducción
En  años  recientes  se  le  ha  dado  una  gan  cantidad  de  atención  a  la
propagación  de  ondas  electromagnéticas  en  plasmas.  En  gran  medida  el
interés  en  la  teoría  se  ha  visto  estimulado  por  su  aplicación  a  los
problemas  de  radio  comunicación,  radio  astronomía  y   fusión
termonuclear controlada. Por ejemplo la teoría se ha usado para  explicar
la propagación de ondas de radio en la ionósfera,  en la atmósfera solar y
en muchas otras aplicaciones. 

Modelo de Drude

Consideremos  un  medio  donde  los  electrones  no  están  ligados  al  átomo y
no hay  fuerza elástica  que cause polarización,  la  ecuación diferencial  que
rige los electrones es:
m v'+ mÄÄÄÄÄÄ

t
v ==-q E0

DSolveAm v'@tD +
m
ccccc
τ

 v@tD m −q E0, v, tE

99v → FunctionA8t<, Æ−
tccccτ C@1D − q τ Æ0ccccccccccccccc

m
E==

Donde  v  es  la  velocidad  del  electrón,  la  disipación  por  fricción  es  m/t.
Suponga la densidad de corriente J =-Nqv como:

DSolveAJ'@tD +
J@tD
ccccccccccccc

τ
==

N q^2
ccccccccccccccc

m
 E0, J@tD, tE

99J@tD → E0 N q2 τ
cccccccccccccccccccccc

m
+ Æ−

tccccτ C@1D==

La  solución  consta  de  dos  partes,  la  solución  transciente  que  decae  en  el
tiempo t  que se denomina tiempo de relajación y una solución particular
estacionaria que es la ley de Ohm.
J= N q2 τ E0ccccccccccccccccm ,  siendo  el  coeficiente  N q2 τccccccccccccm la  conductividad  s= N q2 τccccccccccccm .  Note
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que aparte de los parámetros del electrón como ser carga y masa el único
factor relevante es la densidad de electrones disponibles en el plasma.

Supongamos  ahora  que  el  campo  eléctrico  tiene  una  dependencia
armónica  e-i w t  de  forma  que  la  solución  estacionaria  de  la  ecuación
diferencial de la corriente se escribe como:

SolveAi
k
jjj−I ω +

1
cccc
τ

y
{
zzz J ==

σ
cccc
τ

 E0, JE

99J →
E0 σ + Ç E0 σ τ ω
cccccccccccccccccccccccccccccccccccccc

1 + τ2 ω2 ==

∇2 E −
1

cccccc
c2

 
∂2 E
cccccccccc
∂t2

=
µσ

cccccccccccccccccccc
1 − I ω τ

 
∂E0
cccccccccc
∂t

Esta ecuación tiene una solución de onda plana de la forma: E=E0ei k z-w t

donde k se determina  sustituyendo en la ecuación diferencial. Así:

S1 = SolveAκ^2 ==
ω^2
ccccccccccc
c^2

+
I ω µ σ

cccccccccccccccccccc
1 − I ω τ

, κE

99κ → −$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%ω2
ccccccc
c2 +

Ç µ σ ω
cccccccccccccccccccc
1 − Ç τ ω

=, 9κ →$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%ω2
ccccccc
c2 +

Ç µ σ ω
cccccccccccccccccccc
1 − Ç τ ω

==

Aqui  podemos  controlar  el  orden de  la  aproximación,  el  caso  de  primera
orden es el más usado en los libros.

SeriesASqrtA ω2

ccccccc
c2

+
Ç µ σ ω

cccccccccccccccccccc
1 − Ç τ ω

E, 8ω, 0, 1<E

è!!!!!!!!!!!
Ç µ σ è!!!ω + O@ωD3ê2
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En el caso de órdenes mayores vale la pena simplificar un poco

FullSimplifyAè!!!!!!!!!!!
Ç µ σ

è!!!!
ω , ω > 0 && τ > 0 && µ > 0 && c > 0E

è!!!!!!!!!!!!!!!
Ç µ σ ω

Como  
è!!

i =(1+i)/
è!!!

2  si  ponemos  k=k+ia  obtenemos  k=a  y  definimos  la

densidad  de  penetración  d=1/a  =$%%%%%%%%%%2ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
wsm

,  usando  el  índice  de  refracción

complejo:

ApartAN2 =
c^2
ccccccccccc
ω^2

 
i

k

jjjjjjj
$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%ω2

ccccccc
c2

+
Ç µ σ ω

cccccccccccccccccccc
1 − Ç τ ω

y

{

zzzzzzz^2E

1 +
Ç c2 µ σ
ccccccccccccccccccc

ω
−
Ç c2 µ σ τ
ccccccccccccccccccccccc
Ç + τ ω

El  denominador  del  tercer  término  acostumbra  llamarse  frecuencia  de

plasma asi: wp=$%%%%%%%%%%%msc2
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

t
 de forma que 2=1- wp

2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
w2+i wÄÄÄÄÄÄt

El modelo de Drude a pesar que funciona relativamente mal para sólidos
es muy acertado para plasmas preveé por ejemplo que debe producirse un
fenómeno  de  resonancia  cerca  de  una  longuitud  de  onda  de  212  m  para
ondas  de  radio  propagándose  en  una  atmósfera  de  electrones  y  en  el
campo magnético de la tierra . El modelo de Drude sin embargo no afirma
nada sobre las propiedades estadísticas de los electrones.

N[SpeedOfLight/(212Meter),2]

1.4×106
cccccccccccccccccccccc
Second
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Las ondas largas de 60KH
La propagación atmosférica radio atmospherics abreviado sferics estudia 
las ondas ELF 3-3000 Hz y las VLF 3-30 kHz. La parte compleja del 
indice de refracción hace que las VLF se difracten en el sferics.

N@SpeedOfLightêH60000êSecondL, 2D

5.0×103 Meter

Propagación de onda larga. VLF y ELF
Hvery low frequency y extremely low frequencyL
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Propagación de ondas corta
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http://www.boulder.nist.gov/timefreq/stations/wwvb.htm ver los mapas de 
cobertura.

El  modelo  de  Sommerfeld  y  los  parámetros
constitutivos del plasma

Cuando una onda electromagnética pasa a través de un plasma solamente
se  considera  la  interacción  entre  la  onda  y  los  electrones  libres.  Luego
desde  el  punto  de  vista  estadístico  el  estado  macroscópico  del  plasma  se
puede  describir  en  términos  de  una  única  distribución  f(r,w,t)  que
determina el número probable de electrones que en un tiempo t , están en
un  volumen  dxdydz  centrado  en  r  y  tienen  velocidades
dwxdwydwzcentrado  en  w.  La  función  de  distribución  debe  satisfacer  la
ecuación cinética o de Boltzmann
dfÄÄÄÄÄÄÄdt = ∂ fÄÄÄÄÄÄÄÄ

∂t + wë— f + H dwÄÄÄÄÄÄÄÄdt )ë—w f=C
donde —w f  es  el  gradiente  en el  espacio  de velocidades,  —f  es el  gradiente
en  el  espacio  de  coordenadas  y  C es  la  tasa  temporal  de  cambio  causada
por las colisiones.

La aceleración dwÄÄÄÄÄÄÄÄdt está  relacionada con E y  B de  la  onda por  la  ecuación
de Lorentz
m dwÄÄÄÄÄÄÄÄdt =q(E+wflB)
las dos ecuaciones se pueden resumir en una así:

∂ fÄÄÄÄÄÄÄÄ
∂t +wë—f+ qÄÄÄÄÄÄm  HE + w fl BLë—w f =C

esta  ecuación  muestra  que  las  fuerzas  electromagnéticas  macroscópicas
inciden en la densidad del plasma. Integrando sobre todas las velocidades
se obtiene la ecuación macroscópica de movimiento.
n m( ∂vÄÄÄÄÄÄÄ

∂t + v —v)=nq (E+vflB)-—ëS+G

donde las variables macroscópicas tienen los significados siguientes
n la densidad de partículas
n(r,t)=Ÿ Ÿ Ÿ f Hr, w, tL ‚ wx ‚ wy ‚ wz

v la velocidad macroscópica
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v(r,t)=Ÿ Ÿ Ÿ wfHr, w, tL ‚ wx ‚ wy ‚ wz
El tensor de esfuerzos
S=mŸ Ÿ Ÿ Hw - vL Hw - vL f Hr, w, tL ‚ wx ‚ wy ‚ wz

y G es el momento neto  ganado debido a colisiones.

En el caso más sencillo donde sólo tenemos una onda electromagnética en
el  plasma  la  ecuación  de  movimiento  del  estado  estacionario  puede
reducirse a:
-iwnmv=nqE+G
todavía  más  como G es  el  momento  neto  ganado  por  unidad  de  volumen
por unidad de tiempo podemos escribir:
G=-nmvweff
donde  weff es  la  frecuencia  de  colisión  y  mide  el  número  de  colisiones
efectivas que un electrón hace por unidad de tiempo. Usando la corriente
electrónica y la frecuencia de plasma tenemos:
J=nqv 
Hw2Lp= nq2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄme0
 (usando c2= 1ÄÄÄÄÄÄÄ

me
 demuestre que esta fórmula es la misma que la

de arriba)
sustituyendo en la ecuación del movimiento obtenemos
J= e0 wp

2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
-iw+weff

E= e0 weffHw2LpÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
w2+Hw2Leff

E+iw e0 wp
2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
w2+Hw2Leff

E
como iwP=iw ceE obtenemos para
s= e0 weffHw2LpÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

w2+Hw2Leff

e=e0(1- e0 wp
2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
w2+Hw2Leff

)

La solución general de la ecuación de transporte con campos 
autoconsistentes se denomina ecuación de Vlasov-Meaxwell, si nos 
restringimos a plasmas universo de campo libre, la ecuación se escribe 
como:

∂nÄÄÄÄÄÄÄ
∂t +vë ∂nÄÄÄÄÄÄÄ

∂r + qÄÄÄÄÄÄm  Eë ∂nÄÄÄÄÄÄÄ
∂v =0  y ∂ÄÄÄÄÄÄÄ

∂r ëE=4pqŸ @nHr, v, tL - n0HvLD ‚ V
en esta ecuación como no hay termino de colisión no tenemos la solución 
asintótica como es el caso de Boltzmann o Fokker-Planck.
La solución en serie de esta ecuación fue tratada por primera vez de forma 
independiente por Landau y despues por Van Kampen que utilizó lo que 
se llama el modo normal.
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n(r,v,t)=n0(v)+n1(r,v,t)
siendo que las perturbaciones se dicen de vector de onda
n1(r,v,t)=n1(k,v,t)eikr

asi se encuentra la ecuación transformada de Vlasov la longitud de Debye 
l0=I kB TÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄne2 M y el amortiguamiento de Landau
E1(k,t)>R0 e-gtCosHw0t + a)

Áreas de la ionósfera de la tierra
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Variaciones diarias de la ionósfera terreste
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Densidad electrónica en la atmosfera terrestre

Densidad electrónica en la atmósfera de Marte
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Estudio de la propagación en la corona solar
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En conclusión podemos decir que supliendo un poco los conocimientos 
adquiridos en las clases de eelctromagnetismo básico podemos entender la 
propagación atmosférica, con un poco de tería de transporte y el uso de 
antenas y receptores para wwwb (60kHz) podemos hacer investigación de 
sferics en la tierra, por ejemplo la relación de las tormentas en el Golfo de 
Mexico y la recepción de wwwb en Honduras en el modelo de conducción 
en la tropósfera. Los modelos de propagación tridimensional tienen que 
esperar hasta el desarrollo de clusters en Honduras o la llegada del grid.
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